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A deep Analisys of the Evolution of Lecciones de geometria analitica, a Text by Santiago
Mundi y Gird

Summary: The analysis is carried out by taking at starting point the Programa (1880) defen-
ded by Mundi in his competitive examination. Although Lecciones first edition dates from
1883, it is necessary to wait for the second one (1893) in order to find a development in line
with this Programa. The third edition keeps virtually the same structure but some important
innovations have been introduced on the concepts.
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1. Introduccidn

Santiago Mundi y Gir6 (1842-1915) ha sido estudiado en anteriores Trobades de
forma tangencial por Serrat, Nufiez y Montanuy (1997) y con detalle por Llombart (1997). El
objetivo de esta comunicacion es continuar el trabajo de este ultimo aportando un analisis de
la obra mas significativa del autor: Lecciones de Geometria analitica (1883, 1893, 1904) to-
mando como punto de partida el Programa razonado de Geometria Analitica (1880) que
Mundi defendié en sus oposiciones'.

La obra de Mundi representa un eslabon entre los textos de geometria métrica de
Cortazar (1855) y Sanchez Solis (1883), y el Tratado de Vegas (1906) donde la geometria
métrica aparece como un caso particular de la geometria proyectiva. Asi, en las Lecciones de
Mundi se aprecia, a lo largo de sus tres ediciones, un avance continuado hacia la geometria
proyectiva pero sin llegar a dar una formulacion explicita de la misma.

!. Agradecemos al profesor José Llombart el habernos suministrado una copia de este documento inédito.
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2. El Programa razonado y las Lecciones de Mundi

El Programa razonado propuesto por Mundi supone una clara apuesta por la mo-
dernizacion de la ensefianza de la geometria analitica mediante la inclusion de conceptos y
métodos de la geometria proyectiva. Aunque la primera edicion de las Lecciones data de
1883, es necesario esperar hasta la segunda, 1893, para encontrar un desarrollo que se ajuste
al mencionado Programa. La tercera edicion de 1904 mantiene practicamente la misma es-
tructura que la anterior pero, en la introduccion de los conceptos, se observan importantes no-
vedades que reflejan como mejora, con el ejercicio de la catedra, el conocimiento que el autor
posee de la geometria analitica del siglo XIX, especialmente en el tema de las transformacio-
nes y en el tratamiento de aspectos métricos con método proyectivo. Junto con las coordena-
das cartesianas (oblicuas y rectangulares) y las polares (esféricas en el espacio), el autor con-
sidera también las triangulares (tetraédricas) y las tangenciales pero tan s6lo como un artificio
para simplificar las expresiones, sin llegar a una introduccién sistematica de tipo proyectivo.
Se declara seguidor de Painvin (Géométrie analytique), si bien pretende introducir los dife-
rentes tipos de coordenadas a medida que estas sean necesarias y no al principio de la teoria
como hace el citado autor. El Programa no recoge las coordenadas homogéneas, mas adecua-
das para tratar los problemas proyectivos. Mundi introduce estas coordenadas en la tercera
edicion (1904) de sus Lecciones.

Otro aspecto importante es el empleo de los elementos imaginarios. La introduccion
de estos conceptos en las Lecciones supone un avance respecto de los textos de Cortazar o
Sanchez Solis, pero la utilizacion que de los mismos realiza es muy limitada.

Las lecciones 11 (Transversales), 12 (Raz6n arménica) y 13 (Homografia. Involu-
cion) estan dedicadas al estudio de propiedades de tipo proyectivo (incidencia de rectas, coli-
neacion de puntos) pero no son propiamente de geometria proyectiva. Sobre el origen histori-
co de estos temas, Mundi cita a Desargues, Pascal, Carnot (Geometria de la posicion),
Pappus, Pascal, Simpson, Brianchon, Poncelet y Chasles.

Introduce una seccion dedicada a la circunferencia (esfera) con la idea de generali-
zar sus propiedades, a la manera de Poncelet, en el estudio de las conicas (superficies de 2°
orden). En todo caso, la materializacion de esta idea en la 2* y 3* edicion (en la 1* la circunfe-
rencia surge como un caso particular de la elipse) no pasa de ser un mero recurso didactico
para habituar al alumno con un caso particular antes de proceder a un estudio més general.

Una buena parte del Programa (20 lecciones) esta dedicada al estudio de las conicas
consideradas como secciones de un cono y como ecuaciones de 2° grado. Sigue, por tanto, el
mismo planteamiento que Cortazar pero en la introduccion de los elementos notables encon-
tramos cambios importantes que muestran la evolucion del autor, como se puede observar en
el cuadro siguiente:
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Concepto Lecciones , 1* ed. (1883) Lecciones, 2* ed, (1993), 3* ed. (1904)
Centro | Punto que divide por la mitad todas Polo de la recta que esta situada en
las cuerdas que pasan por €l. el infinito.

Diametro { Lugar geométrico de los puntos A toda polar de un punto que esta
medios de un sistema de cuerdas situado en el infinito.
paralelas.

Tangente | Es el limite de posicion de una secante que gira alrededor de sus puntos de
interseccion hasta que un segundo punto de interseccion estd a una distancia
infinitamente pequefia del primero.

Asintota | Es la recta que puede acercarse Se llama asintota a una curva a toda
indefinidamente a una rama infinita de | tangente cuyo punto de contacto esta
modo que la distancia de los puntos de | en el infinito. Este puede
la curva a la asintota llegue a ser considerarse como punto doble, en la
menor que una cantidad asignable por | interseccién de la asintota con la
pequeiia que esta sea. curva.

Polo Polar es el lugar geométrico de los puntos arménicos conjugados de un punto

y llamado polo respecto de la interseccion de la curva con todas las secantes
polar | due parten del polo.

Foco Un punto situado en el plano cuya Es todo punto para el cual las rectas
distancia a otro cualquiera de la curva, |conjugadas respecto a la conica son
es funcion racional de primer grado de | todas perpendiculares entre si.
las coordenadas de ese punto.

Directriz | La recta que viene representa por la La polar de un foco.
funcion anterior igualada a cero.

La tltima seccion de cada una de las partes (plano y espacio) esta dedicada al estu-

dio de diversas propiedades agrupadas bajo el epigrafe de «Teorias generales». Entre éstas,
Mundi concede gran importancia a las «anotaciones abreviadas» (notacion abreviada de
Pliicker) que permiten «simplificar los célculos algebraicos y facilitar las demostraciones», y
al concepto de transformacién en el plano y en el espacio. Los cambios atafien a los conteni-
dos (véase los cuadros que se insertan posteriormente), que se amplian considerablemente, y
a la presentacion de los mismos, que se vuelve mas sintetizada y ordenada de lo general a lo
particular.

3. Metodologia

Desde el punto de vista didactico las Lecciones constituyen un texto claro, bien es-
tructurado, mas modemo que los de Cortazar y Sanchez Solis y mas asequible para alumnos y
profesores que el Tratado de Vegas. Esto justificaria el gran éxito de la obra, que fue adopta-
da como libro de texto en numerosas facultades y escuelas superiores de Espaiia e Hispano-
américa.

El autor supone que los alumnos dominan las teorias auxiliares para el estudio de la
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analitica: determinantes (hace un uso continuado para simplificar las expresiones), teoria de
proyecciones en el plano y las transformaciones de las series de fracciones iguales. En el de-
sarrollo esta también implicito que el alumno dispone de unos conocimientos de geometria
sintética adquiridos en la asignatura de Geometria.

En su Programa introduce diversas justificaciones —no todas acertadas— de tipo
historico, en ellas parece observarse una mayor precision en la geometria sintética que en la
analitica y en los avances del primer tercio del siglo XIX que en los posteriores. A lo largo del
programa se cita a Chasles, sin precisar la obra, en diversas ocasiones y, de hecho, parece cla-
ra la influencia de su Apercu historique (1837).

Concede gran importancia a la resolucion de problemas y utiliza una metodologia
diferente en el plano y en el espacio. En el plano realiza los calculos a la vista de los alumnos,
en el espacio los escribe con antelacion en el encerado, resaltando asi la importancia de la ex-
plicacion frente al mecanismo algoritmico. Aunque Mundi considera este método una «inno-
vacion», su empleo venia siendo habitual en las Academias Militares (Velamazan 1991:
1310). En realidad las diferencias van mas alla de los métodos seguidos en las exposicion de
los conceptos, como puede comprobarse en el tratamiento de las conicas y de las cuadricas.

Los examenes de la asignatura se ajustaban a un cuestionario editado con anterioridad.
Asi, el editado en 1884 (Mundi 1884) recogia 84 preguntas de examen cada una de la cuales
constaba de tres partes: una cuestion de analitica plana, otra del espacio y un problema «fécil».
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Anexo: Contenidos de las Lecciones de Geometria Analitica (1883; 1893; 1904)

1883 | 1893 | 1904 |1 Ed.

|22 Ed.

[3* Ed.

ANALISIS DETERMINADO

I HOMOGENEIDAD
I CONSTRUCCION DE
EXPRESIONES
ALGEBRAICAS
111 RESOLUCION DE
PROBLEMAS
GEOMETRICOS
GEOMETRIA ANALITICA PLANA
I 1V I | DEL PUNTO COORDENADAS CARTESIANAS DEL PUNTO
VI | I TRANSFORMACION DE COORDENADAS
11 | VIl | IV |DELA LINEA RECTA ECUACION DE PRIMER GRADO EN
’ COORDENADAS CARTESIANAS
A" II REPRESENTACION DE LUGARES
GEOMETRICOS POR ECUACIONES
III | VIII | V |[SISTEMA DE DE LA LINEA RECTA
COORDENADAS EN COORDENADAS POLARES
DIFERENTES DEL
CARTESIANO
I.- Coordenadas polares
I1.- Coordenadas tangenciales
I11.- Coordenadas trilineales
IX | VI DE LA LINEA RECTA EN COORDENADAS
TRILINEALES
X | vl COORDENADAS TANGENCIALES. LEY
DE LA DUALIDAD
Iv | X1 | VIII [TEORIAS SUPERIORES DE PROPIEDADES PROYECTIVAS
LA RECTA
V | XIV | XI [DISCUSION DE LA ECUACION DISCUSION DE LA ECUACION
DE SEGUNDO GRADO CARTESIANA DE SEGUNDO GRADO
VI | XV | XII [TEORIAS GENERALES SECCIONES CONICAS. TEORIAS
I,- Centro GENERALES
I1.- Didmetros I.- Tangentes y normal
II1.-Tangentes I1.- Polo y polar
IV.- Polo y polar - IIL.- Centro
V.- Asintotas IV.- Didmetros
V.- Asintotas
VI.- Focos
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VII | XVvI | X1l REDUCCION DE LA ECUACION DE SEGUNDO GRADO
VIII ELIPSE E HIPERBOLE
I.- Elipse
II.- Hipérbole
II1.- Didmetros conjugados
11X FOCOS Y DIRECTRICES
XX DE LA PARABOLA
Xl X DE LA CIRCUNFERENCIA
I.- Coordenadas cartesianas y polares
I1.- Coordenadas trilineales
I11.- Coordenadas tangenciales
XI| X SISTEMAS DE CIRCULOS
L.- Ejes radicales
I1.- Centros de semejanza
XVII | XIV PROPIEDADES PRINCIPALES DE LAS
CONICAS
I.- Forma de las conicas. -I
IL.- Focos y directrices -IIII
IIL.- Construccion de las conicas -IV
IV.-Tangente y normal -1I
V.- Diametros -VI
Circulos focales -V
VI.- Teorias complementarias
XI |XVII] XV |COORDENADAS COORDENADAS TRILINEALES Y
TRILINEALES Y TANGENCIALES DE LAS CONICAS
TANGENCIALES DE I.- Coordenadas trilineales
LAS CONICAS I1.- Coordenadas tangenciales
I11.- Teoremas notables
XII | XIX | XVII TRANSFORMACION DE FIGURAS
1.- Figuras homotéticas  I.- Homotecia I.- Homografia
IL.- Transformacion I1.- Transformacion I1.- Afinidad
correlativa correlativa IIL.- Semejanza
III.- Homografia III.- Homografia IV.- Homologia
IV.- Homologia Iv.- V.- Formas involutivas
V.- Curvas inversas VI.- Figuras correlativas
VILI.- Figuras polares
VIIL- Curvas inversas
XI | XX | XVI CURVAS DE ORDEN m
GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIO
XXI TEORIA DE LAS
PROYECCIONES
I.- Proyeccion sobre un eje
I1.- Proyeccion sobre un plano
XIV | XXII | XVIIT DEL PUNTO EN EL ESPACIO
L.- Coordenadas rectilineas
I1.- Interpretacion de ecuaciones
IIL.- Coordenadas polares o esféricas
IV .- Transformacion de coordenadas
V.- Clasificacion de superficies
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XX

XIX

RECTAS Y PLANOS
I.- Problemas sobre la recta
I1.- Problemas sobre el plano
I11.- Menores distancias

XVI

XXIV

ECUACIONES DE PRIMER
GRADO EN COORDENADAS
TETRAEDRICAS Y
TANGENCIALES

I.- Coordenadas tangenciales
11.- Propiedades proyectivas
I11.- Coordenadas tetraédricas

COORDENADAS TETRAEDRICAS Y
TANGENCIALES
I.- Coordenadas tetraédricas
I.- Coordenadas tangenciales
IIL.- Propiedades proyectivas

XX1

DE LA ESFERA

Xvil

XXVI

XXII

TEORIAS DEL CENTRO Y DE
LOS PLANOS DIAMETRALES
EN LAS SUPERFICIES DE
2°0ORDEN

I.- Centro

11.- Planos diametrales y diametros
111.- Planos principales

SUPERFICIES DE SEGUNDO ORDEN
I.- Contacto y polaridad
I1.- Centro
I11.- Planos diametrales y didmetros
IV.- Planos principales

XVIII

XX
VII

XXII

CLASIFICACION DE LAS SUPERFICIES DE SEGUNDO ORDEN

XIX

XXVI
I

XXIV

FORMA DE LAS SUPERFICIES DE SEGUNDO ORDEN
I.- Elipsoide
IL.- Hiperboloide de una hoja
I11.- Hiperboloide de dos hojas
IV.- Paraboloide eliptico
V.- Paraboloide hiperbélico
VI.- Secciones ciclicas

GENERATRICES
RECTILINEAS

1.- Hiperboloide de una hoja
11.- Paraboloide hiperbélico

XXI

CONTACTO Y
POLARIDAD EN LAS
SUPERFICIES DE
SEGUNDO ORDEN

XXII

XXXI

INTERSECCION DE
SUPERFICIES DE
SEGUNDO ORDEN

I.- Homotecia y semejanza
II.- Interseccion

DETERMINACION,

SEMEJANZA DE LAS
SUPERFICIES DE 2° ORDEN
1.- Determinacion
II.- Homotecia y semejanza
I11.- Interseccion

INTERSECCION Y

XXIX

XXV

PROPIEDADES DE LAS SUPERFICIES

I1.- Generatrices rectilineas del hiperboloide -III
II1.- Generatrices rectilineas del paraboloide -IV

DE 2° ORDEN
Coordenadas tangenciales -1
I.- Secciones ciclicas -II

IV .- Plano tangente y normal -V
V.- Plano diametral y didmetro -VI
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IIL.- Transformacién homoldgica

XXIII| XXX [XXVI[GENERACION DE GENERACION DE SUPERFICIES
I SUPERFICIES L.- Superficies en general
L.- Superficies en general I1.- Superficies desarrollables
II.- Superficie cilindrica IIL.- Superficies alabeadas
IIL.- Superficie conica
IV.- Superficies conoides
V.- Superficies de revolucion
XXIV] XXX LEY DE LA DUALIDAD EN LAS SUPERFICIES
DE SEGUNDO ORDEN
I.- Coordenadas tangenciales -11
I1.- Coordenadas tetraédricas -I
Tetraedros notables -111
XXV [ XXX | XXV TRANSFORMACION DE SUPERFICIES T. DE FIGURAS
Im | 1 L.- Figuras polares y reciprocas 1. -Homografia
I1.- Transformacion homografica IL.- Afinidad

I1L.- Semejanza
IV.- Homologia
V.- Formas involutivas
VL.- Figuras correlativas
VIL.- Figuras polares
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